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EINLEITUNG 
Vorliegende Arbeit ist eine Fortsetzung der Schriften [ 111 und [6] der 
beiden Autoren iiber die Realisierung der sporadischen einfachen Gruppen 
als Galoisgruppen tiber Kreisteilungskorpern. In der folgenden 
Kurzfassung der Resultate bedeuten k = Qim) einen Teilkiirper k des m-ten 
Kreisteilungskiirpers Q(“‘) mit (k: Q) = n und Oh”) den maximal reellen 
Teilkiirper von Cl!@). 
SATZ 1. Die sporadischen einfachen Gruppen G E { J3, MC, He, Ru, 
ON, F,, Ly} sind fiber allen Hilbertkiirpern k mit k > k(G) als Galois- 
gruppen realisierbar; dabei sind k(J,) = Qi9) = Qh”), k(Mc) = Q(m), 
k(He) = Q(&), k(Ru) = Q(@), k(ON) = Q, k(F,) = Q, und 
k(Ly) = Q$67). 
Dieser Satz folgt aus der Proposition im Abschnitt III. Mit den 
Resultaten von [6, 7, 11, 14, 181 ergibt sich hieraus als Zwischenbilanz fur 
Q und den maximal abelschen Erweiterungskorper Qob von Q: 
FOLGERUNG 1. Die folgenden 18 sporadischen einfachen Gruppen sind 
iiber Q als Galoisgruppen realisierbar: M,i, M,2, Mz2, J,, J2, HS, Sz, ON, 
Co3, Coz, Co,, FUZZ, ’ Fi 23, Fib, F,, F-3, F2, FI. 
FOLGERUNG 2. Alle sporadischen einfachen Gruppen mit h&hstens der 
Ausnahme J4 sind als Galoisgruppen iiber Qab realisierbar. 
Im Hinblick auf die Realisierung endlicher Gruppen, die sporadische in- 
fache Gruppen als Kompositionsfaktoren besitzen, als Galoisgruppen iiber 
CYb ist es niitzlich festzustellen, da8 die zum Beweis des obigen Satzes 
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konstruierten Galoisrealisierungen mit Ausnahme von He GAR- 
Realisierungen im Sinne von [ 123 sind (siehe such [ 131): 
ZUSATZ 1. Fiir die Gruppen GE (J3, MC, Ru, ON, F,, Ly } existieren 
ftir alle Erweiterungskiirper k von k(G) GAR-Realisierungen iiber k(t). 
Im Abschnitt IV wird noch als Erglnzung zu [6] ein Polynom mit der 
Galoisgruppe M,, berechnet, das den dort konstruierten regularen M,,- 
Korper iiber Q(J-23, t) erzeugt. Dieser Abschnitt sowie die Resultate 
beziiglich J3, MC, He, Ru und ON bilden einen Teil der Dissertation [S]. 
I. DIE GRUNDLAGEN 
Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung IGI = n. Die Menge der s- 
Tupel (r = (a, ,..., 0,) von Elementen aus G, bei denen aj Element einer 
festen Konjugiertenklasse Cj von G ist, wird Klassenstruktur von G genannt: 
K=(C1,..., C,)= ((q )...) ~s)IajECj}. 
Die Konjugiertenklassen der v-ten Potenzen der Elemente ajg C, 
bezeichnen wir mit C; und den Restklassenring Z/nZ mit R,; dann heil3t 
a*= u (Ci,..., cg 
VCR; 
die von & aufgespannte Verzweigungsstruktur von G. 1st weiter I das Eins- 
element von G, so seien 
sowie r((X*) und z(&*) die mit &* statt (r. analog gebildeten Mengen. Auf 
c(a) bzw. C(&*) operiert die Gruppe der inneren Automorphismen Inn(G) 
von G komponentenweise. Die Mengen der Bahnen unter dieser Operation 
bezeichnen wir mit 
p(a) Lz(a)/Inn(G) bzw. zi(Cr;*) = ,X((E*)/Inn(G). 
Die Elementanzahl l’(a) von ci(a) ist ein Teiler von I’ (tX*) = lzi(&*)I d.h. 
es gibt eine natiirliche Zahl e(a) mit 
P(CS*) = Ii((I) e(a), 
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diese heiBt in [ll] der Einheitswurzelindex uon & bzw. van 6* (siehe [ 111, 
Folgerung 5.2). Mit diesen Bezeichnungen gilt der folgende Spezialfall von 
Satz 5.4 in [ 1 l] (vergleiche such Satz 5.2 in [lo]): 
SATZ A. Es seien G eine endliche Gruppe, deren Zentrum Z(G) ein Kom- 
plement in G besitzt, und Q; eine Klassenstruktur von G mit l’(6) # 0. Dann 
gibt es eine reguliire Kiirpererweiterung N/k(t) mit einer zu G isomorphen 
Galoisgruppe und der Verzweigungsstruktur 6.*. Dabei umfajt der Kon- 
stantenkiirper k einen abelschen Erweiterungskbrper k’ von Q mit 
(k: k’) < l’(Q) und (ke: Q) = e(6). 
Es besitzt N/k(t) die Verzweigungsstruktur Q;*, wenn in der durch Kon- 
stantenerweiterung mit der algebraisch abgeschlossenen Hiille &e von Q aus 
N/k(t) entstehenden Galoiserweiterung R/a(t) mit der Galoisgruppe G 
genau s Primdivisoren $ij von Q(t)/0 verzweigt sind und es Erzeugende oj 
von Trlgheitsgruppen gewisser Primteiler Qj von pi in N/Q gibt mit 
0 E Z(cf;*). 
ZUSATZ A. Im Falle I’(C) = 1 ist k = k’ ein abelscher Zahlkiirper vom 
Grad e(C). Man erhiilt k als den Fixkiirper des Kerns der Per- 
mutationsdarstellung de von Aab = Gal(Qeab/Q) in die symmetrische Gruppe 
von ‘23 = { 6: 1 v E R,” }, die definiert ist durch 
d,:A ab+S13, 1 H (C” H CA)“). 
Dabei ist c(I)E R,” bestimmt durch A([,,)=[$“) fiir eine primitive n-te 
Einheitswurzel 5, E Q@“. 
Dieser Zusatz ist ein Spezialfall der Bemerkung 5.3 in [ 111, der such 
schon aus einem Satz von Shih ableitbar ist (siehe [ 10, Satz 4.81). 
Die Berechnung von I’(6) erfolgt mit Hilfe der aus der Charaktertafel 
von G leicht berechenbaren normalisierten Strukturkonstanten oon Cs. = 
(C 1 >***, CA: 
W:)= IW)l J?, ($$ijn, &); 
hierbei wird iiber die h irreduziblen Charaktere xi von G summiert, und 
C,(aj) bedeutet den Zentralisator von aje Cj in G. 
ZUSATZ B. Fiir die Klassenstruktur a einer endlichen Gruppe G gelten: 
(a) Es ist r’(6) < n(6). 
(b) Genau dann gilt p(6) = n(C), wenn z(6) = L’(C) ist. 
Im Fall s = 3 folgt der Zusatz B unmittelbar aus der Bemerkung 1 in [9]. 
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II. KLASSENZAHLEN VON ERZEUGENDENSYSTEMEN 
In diesem Abschnittt werden die fiir die Anwendung von Satz A mit 
Zusatz A notigen Klassenzahlen li( 6) von Erzeugendensystemen  E C( (I;) 
unter Verwendung von Zusatz B bestimmt. Dabei werden fur die Kon- 
jugiertenklassen der behandelten sporadischen einfachen Gruppen G sowie 
deren Automorphismengruppen G die im Gruppenatlas festgelegten 
Bezeichnungen verwendet. Einen Ausdruck der in Frage kommenden 
Charaktertafeln sowie der daraus resultierenden Strukturkonstanten haben 
uns die Gruppentheoretiker in Aachen mit Hilfe des CAS-Systems erstellt 
(siehe [15]). 
BEMERKUNG 1. (a) Fiir die Klassenstruktur (5 = (3A, 3A, 9A) uon J, gilt 
I’(C) = n(6) = 2. 
(b) Fiir die Klassenstruktur E= (2C, 3A, 18A) uon Aut(J,) und die 
von ihr aufgespannte Verzeigungsstruktur &* gelten r’(E) = 1 und l’(&*) = 3. 
Beweis. Fur G= J3 ist n(CC)=2. Die Ordnung der von einem Tripe1 
(a,, (r2, a3) E X‘(6) erzeugten Untergruppe U von G ist wegen uz E 3B, was 
man aus der Charaktertafel abliest, durch 27 teilbar. Damit ist U entweder 
die volle Gruppe G oder eine Untergruppe einer der maximalen Untergrup- 
pen von G der beiden Typen 
hierbei bedeutet A. B eine Gruppenerweiterung von A mit B, und P ist eine 
3-Sylowgruppe von G der Ordnung 1 P( = 35 (siehe [4, Theorem 1 und 
Lemma 3.41). Da jedes Element der Ordnung 9 von U1 such Element des 
Normalteilers C&o,) = Z, x PSL,([F,) vom Index 2 von U, ist und C,(a,) 
offenbar keine Elemente der Ordnung 9 besitzt, ist U 4 U1. Aus U < U2 
folgte zunlchst U d P. Da alle Elemente der Ordnung 3 von P bereits in 
der Kommutatorgruppe P’ von P liegen und die Elemente der Ordnung 9 
von P zu P\P’ gehoren (siehe [4, Abschnitt 3]), ergibt sich aus 0, c2 E P’ 
und 0, o2 = a;’ E P\pI ein Widerspruch zu U < U,. Also ist U = G, woraus 
zunachst z(6) = C(6) und dann mit Zusatz B such p(6) = n(a) folgen. 
Nun seien 8 die von (6,) z2, c3) E x(&) in G = Aut(J,) erzeugte Gruppe 
und U = 8n Inn(G). Dann existiert eine Galoiserweiterung R/Q(r) mit der 
Gruppe u und der Verzweigungsstruktur &*, die auDerhalb vorgegebener 
dreier Primdivisoren pi, $*, ij3 von Q(r)/0 unverzweigt ist (siehe die 
Hurwitzklassifikation in [ 10, Abschn. 31). In der Kiirpererweiterung 
mu/Q(t) ist wegen dZe U der Primdivisor g2 zerlegt: ij2 = ij,ijl und sind 
wegen d, E ~I!J fiir i = 1, 3 die Primdivisoren ii1 und @j verzweigt: @r = pi, 
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ij3 = $$. Da hiermit nach der Hurwitzschen Relativgeschlechtsformel das 
Geschlecht von N”/o Null ist, ist N”/Q ein rationaler Funktionenkiirper, 
- -u und es sind in N/N noch pl, ii2 und ij3 verzweigt. Weil die Tragheitsgrup- 
pen von ‘$/$i fur Primdivisoren 9 von m/o die Durchschnitte der 
Tragheitsgruppen von @/@ mit U sind (siehe [ 1, Chap. IV, Theorem lo]), 
- -cl 3A eine rationale Klasse ist und (18A)2 = 9A gilt, besitzt N/N die 
Verzweigungsstruktur &* = (3A, 3A, 9A)*. Nach (a) sind X((X) = z(a) und 
@X*)=z(a*), woraus U= G und D= i: folgen, also ist such 
z(&) = z(E). Aus der Charaktertafel von G 1aDt sich n(&) = 1 errechnen, 
folglich ist li(&) = 1 nach Zusatz B. Wegen &* =&u &‘u &’ ergibt sich 
hieraus schliel3lich Q&*) = 3. 1 
Anmerkung. Es sei T(a) die Erzeugendensystemklassenzahl der mit 
V= (( 12)) symmetrisierten Klassenstruktur & = IX von J3 (siehe [ 11, 
Abschn. 61 bzw. [ 13, Satz 21 fur eine vereinfachte Version). Dann ergibt 
sich p(c) = 1 analog zum entsprechenden Beweisteil fur das Beispiel M,, in 
[13], da die Gruppe J3 keine Elemente der Ordnung 18 besitzt. 
11.2. Die Gruppe von McLaughlin MC 
BEMERKUNG 2. Fiir die Klassenstruktur & = (3A, 4B, 22A) und die von 5 
aufgespannte Verzweigungsstruktur &* der Gruppe Aut(Mc) gelten Ii(&) = 1 
und r’(&*) = 2. 
Beweis. Aus der Charaktertafel von G = Aut(Mc) ergibt sich zunlchst 
n(&) = 1. Nun seien wieder 0 die von einem Tripe1 (a,, d2, c?~)E~(&) 
erzeugte Untergruppe von z‘ und U der Durchschnitt von 8 mit G = 
Inn( Mc) g MC. Wegen rr: E U enthllt U Elemente der Ordnung 11. Nach 
[3] sind die maximalen Untergruppen von G mit einer durch 11 teilbaren 
Ordnung isomorph zu U1 = M,, oder U2 = M,,. Beide Mathieugruppen 
besitzen jeweils genau eine Konjugiertenklasse der Ordnung 2 bzw. 3, diese 
bezeichnen wir zur Unterscheidung mit 2A, und 2A2 bzw. 3A, und 3A,. 
Fur die normalisierten Strukturkonstanten der Klassenstrukturen a, = 
(2A1, 3A1, llA,) von U, und (X2 = (2A2, 3A2, llA,) von U2 gelten n(&i) = 
n(E2) = 1. Da weiter die normalisierte Strukturkonstante der 
Klassenstruktur & = (2A, 3A, 11A) von G Null ist und G nur eine Klasse 
von Involutionen besitzt, fallen die Klassen 3Ar und 3A2 in die Klasse 3B 
von G. Daher sind U= G und I!? = 6 wegen 53 $ G. Hieraus folgen 
z(&)=L’(&) und damit ri(E)=n(&)=l. Wegen g*=&u&’ ist 
q&*)=2. [ 
11.3. Die Heldgruppe He 
BEMERKUNG 3. Fiir die Klassenstruktur 6 = (2A, 7C, 17A) der Gruppe 
He gelten I’(&) = 1 und I’(&*) = 2. 
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Beweis. Die normalisierte Strukturkonstante von 6 ist n(a) = 1, dies 
la& sich wieder aus der Charaktertafel von G = He berechnen. Da nach 
[2] keine der maximalen Untergruppen von G eine durch 7.17 teilbare 
Ordnung besitzt, ist jede von einem Tripe1 o E @X) erzeugte Gruppe die 
Gruppe G. Also ist z((X)=C((X), und es folgen P((E)=n(c)= 1 aus 
Zusatz B und l’@*) = 2 auf Grund von (1;* = 6 u 6’. 1 
Anmerkung. Wegen Out(He) = Out,.(He) g Z, erhllt man fur die 
Klassenzahl von Erzeugendensystemen von G = He der Verzweigungs- 
struktur (E* modulo Aut(G) sofort I”(&*) = 1 (siehe [ll, Bemerkung 8.21). 
11.4. Die Rudvalisgruppe Ru 
BEMERKUNG 4. Fiir die Klassenstruktur 6 = (2A, 48, 29A) der Gruppe 
Ru gelten li(Cr;) = 1 und li(E*) = 2. 
Beweis. (r. ist eine Klassenstruktur von G = Ru mit n(E) = 1. Jedes 
Tripe1 (r E z(c) erzeugt eine Gruppe U mit einer durch 29 teilbaren 
Ordnung. Nach [19] sind die einzigen maximalen Untergruppen von G 
mit durch 29 teilbarer Ordnung isomorph zu PS&( IF,,) und besitzen daher 
keine Elemente der Ordnung 4. Also sind U = G und z(c) = C(E), woraus 
?(C%)=n(E)= 1 folgt, und es ist 1’(&*)=2 wegen (X*=&uE3. 1 
11.5. Die Gruppe oon O’Nan ON 
BEMERKUNG 5. Die Klassenstruktur & = (2B, 4A, 22A) der Gruppe 
Aut(ON) stimmt mit der von ihr aufgespannten Verzweigungsstruktur &* 
iiberein, und es gilt li(&) = 1. 
Beweis. Aus der Charaktertafel von G = Aut(ON) erhalt man zunachst 
g*=& und n&)=1. D ie von einem Tripe1 (3,, dZ, Z,)E~(&) erzeugte 
Untergruppe D von G ist wegen d3 4 ON keine Untergruppe des Nor- 
malteilers ON von i: und besitzt eine durch 11 teilbare Ordnung. Nach 
[21, Theorem (b)] ist also entweder 0 = G oder 8 ist in einer der 
maximalen Untergruppen vom Typ J1 x Z, enthalten. Letzteres ist 
unmoglich, da die Jankogruppe J1 und damit such J, x Z2 keine Elemente 
der Ordnung 4 besitzen. Also gilt z(&) = z(a), und die Behauptung folgt 
aus dem Zusatz B. 
11.6. Die Harada-Norton-Gruppe F, 
BEMERKUNG 6. (a) Fiir die Klassenstruktur O;= (5A, 5A, 21A) der 
Gruppe F, gelten l’(a) = n(E) = 56. 
(b) Fiir die Klassenstruktur & = (2C, 5A, 42A) der Gruppe Aut(F,) 
gelten l’(E) = r’(&*) = 1. 
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Beweis. Offenbar ist 5 * 7 ein Teiler der Ordnung der von einem Tripe1 
(r E c(a) erzeugten Untergruppe U von G = F,. Nach Norton (siehe [ 161) 
sind die Isomorphietypen der maximalen Untergruppen von G mit einer 
durch 35 teilbaren Ordnung: 
U,=Alz, U,=C,(2A)&h), U3=Nc(5A)~(DloxPSU3(ff,,))~Z,. 
Die Uberlagerungsgruppe U2 der Automorphismengruppe der Higman- 
Sims-Gruppe HS besitzt kein Element der Ordnung 21, da HS kein solches 
besitzt und ( U2 : Aut(HS)) = 2 sowie (Aut(HS): HS) = 2 gelten. Dasselbe 
gilt fiir U3, da such PSUJIF,,) keine Elemente der Ordnung 21 enthllt. 
Die Gruppe Slz = Aut(AiJ besitzt genau zwei Konjugiertenklassen von 
Elementen der Ordnung 5, nlmlich die Klasse der 5-Zyklen 5A, und die 
Klasse der Doppel-5-Zyklen 5B1. Da der Zentralisator von r~ E 5A 1 in U, 
durch 7 teilbar ist und 5A die einzige Klasse von Elementen fiinfter 
Ordnung in G mit durch 7 teilbarer Zentralisatorordnung ist, gilt 5A n 
U1 = 5A,. Unter der Annahme (a,, az) = Ud U, folgte daher, daD cr, und 
cr2 5-Zyklen wlren und also entweder U< S9 oder U< Zs x Zs galte. Beide 
Alternativen sind aber nicht mit der Existenz von Elementen der Ordnung 
21 in U vertraglich. Also sind U= G und E’(a) = z(c), woraus dann unter 
Verwendung der Charaktertafel von G und von Zusatz B folgen a(c) = 
n(C) = 56. 
Aus der Charaktertafel von G = Aut(F,) berechnet man n(c) = 1. Es 
seien nun R/Q(I) eine auDerhalb der Primdivisoren 3,) ij2, g3 von Q( 7) 
unverzweigte Galoisrealisierung von 8 = ( d1 , g:2, d, ) iiber Q(z) mit der 
Verzweigungsstruktur (z* und 1 der Fixkorper von U := 8n Inn(F,). 
Dann sind in L/&e(?) wegen e:2 E U nur @i und #j, verzweigt, und es ist ij2 
zerlegt: @I =@& fj2=plfi2, ij3 =$. Analog zum Beweis von Bemerkung 1 
folgt hieraus, dal3 L/Q ein rationaler Funktionenkorper ist: E = Q(t), und 
die Verzweigungsstruktur von N/Q(t) berechnet sich zu tX* = &. Wegen 
n(a)=li(tX) ist nun U=F,, woraus wegen 0 # U folgen o= G und 
E(g) = C(&). H’ ieraus ergibt sich schliel3lich I’(&) = n(g) = 1. 1 
11.7. Die Lyonsgruppe Ly 
BEMERKUNG 7. Fiir die Klassenstruktur 6 = (3A, 3B, 67A) der Gruppe 
Ly gelten l’(E) = 1 und r’(C*) = 3. 
Beweis. Es ist n(C) = 1. Da Ly keine maximale Untergruppe besitzt, 
deren Ordnung durch 3 * 67 teilbar ist (siehe [20, Theorem]), wird durch 
jedes Tripe1 IJ l z(c) die volle Gruppe Ly erzeugt, und es ist z;(c) = z(a). 
Nach Zusatz B gilt also r(a) = 1, woraus wegen a:* = (r u@ u tX4 such 
YE*) = 3 folgt. 1 
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III. GALOISREALISIERUNGEN 
Mit Hilfe der Bemerkungen 1 bis 7 aus Abschnitt II beweisen wir nun die 
folgende Proposition, aus der unter Verwendung des Hilbertschen 
Irreduzibilitltssatzes sofort der Satz 1 folgt: 
PROPOSITION. Zu den folgenden sporadischen einfachen Gruppen G und 
deren Automorphismengruppen G gibt es jeweils eine reguliire 
Galoiserweiterung N/k(t) bzw. N/k(i) mit der Verzweigungsstruktur &* 
bzw. g*: 
G = Aut(J,), 
G=J3, 




i: = Aut(ON), 
G=ON, 
G = Aut(F,), 
G=F,, 
G=Ly, 
&* = (2C, 3A, 18A)*, 
CC* = (3A, 3A, 9A)*, 
g* = (3A, 48,22A)*, 
6* = (2A, 3A, 3A, 1 lA)*, 
6* = (2A, 7C, 17A)*, 
6* = (2A, 4B, 29A)*, 
&* = (2B, 4A, 22A)*, 
Ci* = (4A, 4A, 1 lA)*, 
&* = (2C, 5A, 42A)*, 
6* = (5A, 5A, 21A)*, 
fS* = (3A, 3B, 67A)*, 
k = Qh9’. (14 
k = Qh9). (lb) 
k = Q(a). (2a) 
k = Q&ii). (2b) 
k = Q(a). (3) 





k = ($67) 
3 . (7) 
Beweis. Die Zeilen (la), (2a), (3), (4), (5a), (6a), bzw. (7) folgen aus 
dem Zusatz A und den Bemerkungen l(b), 2, 3, 4, 5, 6(b) bzw. 7. Dabei ist 
zu beriicksichtigen, da13 in jeder dieser Verzweigungsstukturen &* bzw. tX* 
hochstens eine nicht rationale Konjugiertenklasse C von G steht. 1st m die 
Ordnung der Elemente von C, so ist daher der Konstantenkorper k = k’ 
der jeweils einzige Teilkijrper von Qcm) mit (k: Q) = e(c) = F(E*). 
In den regularen Galoiserweiterungen N/k(?) mit den Gruppen 
8 = Aut(G) und den Verzweigungsstrukturen &* aus (la), (2a), (5a), bzw. 
(6a) ist der Fixkorper L von Inn(G) g G jeweils ein rationaler 
Funktionenkiirper tiber k, da in L/K(I) jeweils zwei Primdivisoren vom 
Restklassengrad eins verzweigt sind. Folglich ist L = k(t), und N/k(t) 
besitzt die Galoisgruppe G. Die Verzweigungsstruktur c* von N/k(t) ist in 
den Fallen (lb) und (6b) bereits in den Beweisen zu den Bemerkungen 1 
bezichungsweise 6 bestimmt worden. Die Verzweigungstruktur in (2b) 
ergibt sich mit den Bezeichnungen von Bemerkung 2 wie folgt: Wegen 
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d, E G gilt fur die in ZV//?( I) verzweigten Primdivisoren a,, &, $?j von k( 7) 
in der Kijrpererweiterung k(t)/k(i): pi = p2pj, fi2 = p:, & = pi. Folglich 
sind die Tragheitsgruppen von Primteilern (pi/pi in Gal(N/k(t)) fiir 
i=l ,..., 4 konjugiert zu T,=(dz), T,=(r?,), T,=(Cl), T4=(8:). Da 
die Quadrate der Elemente von 4B bzw. 22A aus G den Klassen 2A 
bzw. 11A in G angehiiren und die Klassen 2A und 3A in G rational 
sind, ist (2A, 3A, 3A, llA)* die Verzweigungsstruktur von N//?(t). Die 
Verzweigungsstruktur in (5b) bestimmt man ebenso. 1 
Anmerkung 1. Zeile (lb) la& sich ohne Verwendung von Zeile (la) 
beweisen: Nach der Anmerkung in II.1 ist nlmlich P(C) = 1, woraus dann 
P(C*) = 3 folgt. Nach Satz 6.5 mit Zusatz 6.6 in [11] folgt daraus die 
Behauptung (siehe such [ 13, Satz 21). 
Anmerkung 2. Die Gruppe Aut(He) ist als Galoisgruppe iiber Q 
realisierbar. Nach der Anmerkung in II.3 ist namlich I”(Q*) = 1 fur die 
Verzweigungsstruktur CC* in (3) der Gruppe G= He. 1st also m/&p(t) 
eine Galoiserweiterung mit der Gruppe G und der Verzweigungsstruktur 
tX*, fur die die in N/Cl(t) verzweigten Primdivisoren von &P(t) unter 
GWWYQW) invariant sind, so ist N/Q(t) nach den Sltzen 3.3 und 1.3 
von [lo] iiber &p(t) deliniert. Aus dem Satz 4.3(b) in [lo] folgt dann, da13 
eine (nicht regullre) Galoiserweiterung N/Cl(t) mit der Gruppe Aut(He) 
existiert. 
Beweis van Zusatz 1. Da Ru und Ly vollstandige Gruppen sind, liefern 
die Galoisrealisierungen (4) bzw. (7) GAR-Realisierungen von Ru bzw. Ly 
iiber k(t) mit dem jeweils in der Proposition angegebenen k. In den Fallen 
(la), (2a), (5a), und (6a) sind in N/k( ?), k = k(G), jeweils 3 Primdivisoren 
von k(i) vom Restklassengrad eins verzweigt, und es ist Out(G) zyklisch. 
Nach einem Kriterium in [12] besitzen also such die Gruppen J,, MC, 
ON, und F, GAR-Realisierung iiber k(t). Da dann jede dieser Gruppen 
GE (53% MC, Ru, ON F,, LY > such eine GAR-Realisierung iiber jeder 
Konstantenerweiterung von k = k(G) hat, ist Zusatz 1 bewiesen. 1 
IV. POLYNOME MIT DER GALOISGRUPPE Mz4 
In diesem letzten Abschnitt werden als Nachtrag zu [6] Polynome vom 
Grad 24 mit der Galoisgruppe M,, berechnet. Dazu seien k= Cl(m) 
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Dann gibt es nach Proposition 3 in [6] genau zwei auBerhalb S = 
{ pI , pO, p o. } unverzweigte regullre Galoiserweiterungen N/K mit der 
Gruppe Mz4 und der Verzweigungsstruktur C* = (2B, 3A, 23A)*. Den 
Fixkorper einer Untergruppe vom Typ M,, in N/K vom Grad 24 iiber K 
bezeichnen wir mit L. Wie man aus der Zyklenzerlegung der Elemente der 
Klassen 2B, 3A, 23A der M,, in der Permutationsdarstellung vom Grad 24 
abliest, sind p r, pO, pco in L/K wie folgt zerlegt: 
Dabei sind ‘?JJI ein Divisor vom Grad 12, ‘9I und Q Divisoren vom Grad 6. 
Nach der Hurwitzschen Relativgeschlechtsformel ist das Geschlecht von L 
Null, und L is ein rationaler Funtionenkorper, da z.B. ‘$, ein Divisor vom 
Grad eins in L ist. Also gibt es eine Funktion x E L mit dem Divisor 
welche hierdurch bis auf einen Faktor 5 E k festgelegt ist. Weiter gibt es 
Polynome 
m(X)= f p;x’, n(X)= i v,Y, q(X)= i OiXi 
i=O i=O i=O 
aus k[X] mit pulz = vg = wg = 1 und 
Dabei sind die Polynome m(X) und q(X) teilerfremd, weil die Zlihler- 
divisoren %JI und Q von m(x) und q(x) keinen gemeinsamen Teiler besitzen. 




m(x)’ (I-l)=:=== x . 
( > 
Also existieren Zahlen so und E, E k x mit 
EofX = n(x) 4(x)3, cl(t- l)x=m(x)‘, 
woraus zunachst so = .sl =: E und dann durch Elimination von t 
q(x)3 n(x) - cx = m(x)2 
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folgen. Da x tiber k transzendent ist, erhalt man in k[X] die Polynom- 
identitat 
q(xy n(X) -&I= m(X)‘. (*) 
Subtrahiert man das X-fache der nach X differenzierten Gleichung (*) von 
(*) und beachtet man die Teilerfremdheit von q(X) und m(X) in der dann 
entstehenden Polynomidentitit, so erhllt man nach einem.Vergleich der 
hiichsten Koefizienten: 
23m(X) = 3n(X) q’(X) A’+ n’(X) q(X) X-n(X) q(X), 
23q(X)2 = 2m’(X) x- m(X). 
Durch Koefhzientenvergleich bei diesen beiden Polynomgleichungen erhllt 
man ein nicht lineares Gleichungssystem von 24 Gleichungen in den 24 
Unbestimmten pLi, vi und Oi: 
23pi= i (i+2k-1)vi-kcok (i=O,..., ll), 
k=O 
23 i miwkwi= (2i- 1) pi (i = O,..., 11). 
k=O 
Durch Elimination von po,..,, pI1 ergeben sich hieraus die folgenden 12 
Gleichungen in vi und wi: 
232 i aipkmi= (2i-1) i (i+2k- 1) VipkOk (i = O,..., 1 1 ), 
k=O k=O 
zu denen noch 
0,=21 
hinzugeftigt werden kann, da durch geeignete Wahl des noch freien 
Parameters 5 E Q erreicht werden kann, daD die Spur des Polynoms q(X) 
den Wert o5 = 21 hat. (Aus w5 = 0 folgte namlich nur die triviale Liisung 
oi = vi = 0 fur i = O,..., 5.) Damit besitzt das Gleichungssystem in Q(m) 
genau ein Paar tiber Q konjugierte Liisungen. Diese wurden von G. Malle 
nach einer modularen Version des Buchbergerschen Verfahrens berechnet 
(siehe [S]), sie lauten mit e = *J--z?;: 
381409 502021 e 
vo=T+- 7 
721 9496 




v1=7+ 32 01=32+ 32 - 8, 
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302655 2265 1 44959 3931 
v2=7+ - 32 0, 02=32+32 e 3 
10089 347 
v,=-+- 







v5 = 29, 05 = 21. 
Die Funktion x E L ist eine Nullstelle des Polynoms f(t, X) = 
n(X) q(X)3 - EM, hierin kann noch E = 1 gesetzt werden, da t bisher nur bis 
auf ein skalares Vielfaches festgelegt war. Die Koeffiienten von f(t, X) 
lassen sich aus den angegebenen Losungen fur vi und oi berechnen: 
SATZ 2. Es seien 8 = +&% und k = Q(e). Dann sind die Galoisgrup- 
pen der folgenden Polynome f(t, X) E k(t)[X] isomorph zur Mathieu- 
grwe M 24 :
j-(t,X)=X24+92X23+(8119+238)2-1X22 
+ (228137 + 19090) 2-‘X21 
+ (36554337 + 6054290) 2 -4X2o 
+ (276671301+ 76039618) 2-3X1g 
+ (13097178581+ 5415701210) 2-5X18 
+ (123615169271+ 72450560518) 2-‘X1’ 
+ (15046425449343 + 12050155340430) 2-‘Y6 
+ (11570048553003 + 12411434277670) 2-6X15 
+ (229296475692145 + 327825227499090) 2 - ‘Xl4 
+ (903041762274969 + 1742091265668138) 2-‘AA3 
+ (21983341635592863 + 59502967665043158) 2-11x12 
+ (24249038920367517 + 101282671893251058) 2-“X1’ 
+ (127439375099835529 + 108372122580531021~) 2-12X1’ 
- (16231303670779233 - 2223211127693469398) 2 -“A? 
- (16400307372021123057 - 107540751866936234678) 2 -“x8 
- (9978880158588321533 - 27886298661189181278) 2-15X7 
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- (52577736811805657731- 67685682332463064498) 2 -“x6 
- (40266891702807612351- 11027497378746984698) 2-17X5 
- (130134909795128284775 + 9 605350995403339238) 2-2oX4 
- (10397600637336443695 + 24814208301880162038) 2-“X3 




Nach dem Hilbertschen Irreduzibilitatssatz gibt es unendlich viele 
Spezialisierungen t E k von t, so daD die Galoisgruppe von f(r, X) E k[X] 
isomorph zu M24 ist. Wir bestimmen nun eine Serie solcher 
Spezialisierungen. Spezialisiert man t zu r = 1 bzw. T = 4, so zerfallt f(r, X) 
modulo den Primteilern 63X = &(5 + 0) von 3 und p i3 = $( 1+ 38) von 13 in 
k wie folgt in Primfaktoren: 
f( 1, X) = (X+ 2)(X23 + 2PV + 2x” + xl6 + xl5 + 2P4 + xl2 
+X10+2J?+2X8+2X7+2X5+2X4+X3+2X+2)modp3 
f(4, X) E (X3 + 9X2 + 6X+ 7)(X2’ + 5X2’ + 5X” + 5X’* + 11X” 
+ 10X16 + 10X” + lOXi + 6X13 + 9Xi2 + 10X” + 1 1X’o + 4x9 
+9X7+12X6+3X5+8X4+12X3+7X2+2X+2)modp,,. 
Die Galoisgruppe eines Polynoms f(r, X) fur 7 E Z ist eine Untergruppe 
von M24 und besitzt fiir r - 4 mod 39 Elemente der Permutationstypen 
(23)(l) und (21)(3), ist dann also keine echte Untergruppe von M,,. 
ZUSATZ 2. Spezialisiert man im Polynom f(t, X) E k(t)[X] aus Satz 2 
die Variable t zu z E Z mit z E 4 mod 39, so ist die Galoisgruppe des 
Polynoms f(z, X) E k[X] isomorph zu M24. 
Zusatz bei der Korrekrur. Zerlegt man das Polynom f(r, X) aus dem Satz 2 in f(t, X) = 
h(X) - tX, so besitzt das Polynom 
x/J(X) - h(x)X 
g(x.‘v= x- E kb)CXI 
X 
eine ZII M,, isomorphe Galoisgruppe. 
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